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Given a stationary stochastic continuous demand of service (T( 6’,~) df with J cr(w)P(dw) < 1, 
we construct real stationary point processes (T,, n E Z) [Tn < T,,,,, lim,, T,, = *CO] such that 
I T” T .+,-T,=D+ cr0,dt (neZ) r,,., 
for a given constant D > 0. These point processes correspond to a service discipline for which a 
single server services during the time intervals [T,r, T,,+,[ the demand of service accumulated 
during the proceding intervals [T,-,, 7’,,[ and take a rest of fixed duration D. 
single server queues * point processes * stationary demand without independence assumptions 
Introduction 
Soit (0, Sa, P) un espace de probabilik muni d’un flat (O,, TV R) pkservant P et 
ergodique reprksentant les translations du temps rtel. Soit C: 0 + R$ une v.a. rkelle 
strictement positive et intkgrable 2 laquelle sera associCe la mesure alCatoire station- 
naire a(&~) dt sur R reprisentant la demande alkatoire de service; dans la suite 
nous supposerons que 5 (T dP < 1 pour kviter la saturation de l’organe de service. 
L’organe de service que nous considtrons est form& d’un seul guichet s’ouvrant 
2 des instants T, (n E Z) [T,, < T,,, et lim,, T, = *co] auxquels le serveur totalise 
la demande de service accumulke pendant l’intervalle de temps IT,_,, T,,] prtcCdant 
l’ouverture du guichet. Le serveur utilise alors l’intervalle de temps suivant IT,,, T,,,,] 
pour servir cette demande accumulte, soit ,?I_, at?, dt, et pour prendre un repos de 
durke constante D; nous dksignons par D un r&e1 strictement positif fix6 dans toute 
la suite. 





ae, d t. (1) 
T.-I 
Notre problkme est construire 5 partir de la don&e de la v.a. (T et de la constante 
D, une suite de v.a. (T,, n E Z) v&ifiant ( 1) et rendant le processus ponctuel 1, ET,, 
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stationnaire par le flot (B,, t E R), c’est-a-dire tel que 
Nous avons obtenu les resultats suivants. Dans un premier paragraphe nous 
demontrons l’existence d’une v.a. reelle V> 0 telle que Bv soit inversible et que la 
suite bilatere ( V”, n E Z) definie par recurrence par v” = 0, V”+’ = V+ V” 0 13” (n E Z) 
verifie les equations (1). De plus la transformation Bv preserve la mesure q . P oti 
77 est une v.a. a valeurs dans [0, l[ que nous dtfinissons par I’intermtdiaire de la 
formule (d/dt)( t + W,) = (~0~ + ~8, dont nous demontrons la validitt. Le theoreme 
6 affirme alors que la tour de hauteur V construite au-dessus de I’espace (0, 77. P) 
muni de Bv, est une extension de l’espace initial sur laquelle le processus ponctuel 
fi[(w, s)l= c, ~V”(,,-5 est stationnaire et verifie (1). 
Si la transformation 0v est ergodique sur (a, 77 . P), le processus ponctuel N est 
la solution du probleme pose grPce a la reciproque qui affirme que toute autre 
solution peut se projeter sur N (premiere partie du theoreme 11). Si la transformation 
Bv n’est pas ergodique, le changement de temps V. lie a la fonction r] (qui est tel 
que V” = V,, si V, = 0) permet de trouver une fonction G: R + R/Z telle que les 
processus ponctuels N, = 1 Ed,,+,_,, soient stationnaires et solutions de (1); si la 
fonction 77 est strictement positive, ces N, fournissent toutes les solutions de (1). 
(Ces derniers rtsultats supposent qu’un entier p> 1 associe a la decomposition 
ergodique de tIv vale 1; nous n’avons pas expose le cas d’un p general (qui s’ttudie 
bien) pour ne pas alourdir la presentation.) 
1. Un phknomhe de seuil 
Cherchons a construire une suite (T,, n E 7) vtrifiant les equations (1). Des que 
deux instants successifs sont donnes, T, et T, par exemple, les relations (1) four- 
nissent par recurrence les T, d’indices n 20 et le comportement asymptotique de 
ces T, s’etudie facilement. 
Proposition 1. Toute suite unilatkrale croissante (T,, n EN) de v.a. rbelles 
T n+l - T, = D+@_, a& dt (n E N*) est telle que 
Tn D 
&y= 1 _ E(a) PS. 
DCmonstration. Quitte a nous restreindre a un evenement &invariant de 






pour tout w E 0. Cela est licite d’apres le theoreme de Birkhoff. 
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Ces egalites entrainent d’abord que la v.a.r. positive A = lim inf,,, (T,/ n) ne peut 







A = lim inf ~0, dt = D+AE(a). 
*-co n+l n-+co n T0 
Ensuite en passant a la limite dans l’inegalite 
nous trouvons en tenant compte de ce que lim, T, = +a (puisque A > O), que 
D T 
IS-+E(a) siA=limsup”; 
A n-m n 
autrement dit A s D/[l - E(a)] et la proposition est alors demontree. 0 
Par contre s’il s’agit de remonter le temps et de definir par recurrence en utilisant 
(1) les T, d’indices n s 0, c’est-a-dire T,_, A partir de T,, et T,,,, pour chaque n, il 
faut s’assurer a chaque Ctape que T,,-, < T, (ou ce qui est equivalent par (1) que 
T n+, - T, > D) ; sans doute la decroissance des T, lorsque n &-a sera-t-elle assuree 
si la difference T, - To des v.a. initiales est assez grande. Mais d’autre part la 
decroissance des T,, lorsque n J--w ne peut gtre trop rapide car une vitesse de 
decroissance d’un ordre superieur a n nous empccherait de rendre le processus 
ponctuel C,, Ed,,, stationnaire (pour un tel processus la limite lim,,_, T,,/n existe et 
coi’ncide avec lim,,, T,,,Jn, done doit valoir D/[l - E(u)] par la proposition pre- 
cedente). Or il est facile de voir que pour une v.a. T,, fixte, plus la difference T, - To 
est grande, plus la suite (T,,, n c 0) decroit rapidement; il importe done de ne pas 
choisir cette difference trop grande, la suite devant mi$me montrer qu’il faut choisir 
pour T, - T,, la plus petite v.a. rendant la suite ( T,, n s 0) decroissante. La proposition 
suivante montre qu’une telle v.a. minimale existe du moins lorsque To = 0. 
Proposition 2. Si Y,, : 0 x R + R (n E N) dksignent les applications dbjinies par re’cur- 
rence par les formules 
J 
0 




(Y,,-Y,_,)(o,z)=D+ w(&w) ds (na l), 
- Y,,+,(w,z) 
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sous l’hypothtse E ( CT) < 1 il existe une v.a. rkelle positive jinie V telle que 
(a) pour z 2 V(o), la suite ( Y,( w, z), n E N) croit strictement vers +a, 
(b) pour z < V(w), Li partir d’un rang sufisamment grand la suite ( Y,(w, z), n EN) 
dkroit strictement vers --CO. 
Dkmonstration. Si pour un couple (w, z) E 0 XR, la suite Y.(w, z) croit strictement, 
( Y, - Y+,)(w, z) 3 D pour tout n 2 1 et par consequent lim, Yn(w, z) = +a. Si au 
contraire cette suite ne croit pas strictement, il existe un entier n 2 1 tel que 
o= Y”< Y, <. . ,< Y*_ , > Y, au point (w, z) ; les equations de recurrence entraine 
alors que Y,, > Y,,,, > YntZ> ’ . . et done que ,I?:+, ~0,~ ds > D lorsque p > n, ce 
qui implique que lim, Y, = --Co. 
Les equations de recurrence satisfaites par les Y, (n EN) peuvent encore s’tcrire 
apres des sommations partielles 
0 
Y,=O, z+ Yn-,(w, z) = nD+ 
I 
q(0,w) ds (n 2 1). 
- Y,,(w.z) 
Nous voyons facilement sur ces egalites que les fonctions Yn(w, .) doivent Ztre 
croissantes et continues sur R. Leur croissance entraine l’existence d’un seuil, soit 
V(w), au-dessus resp. au-dessous duquel lim, Y,,(w, z) vaut +CO resp. -00; leur 
continuite entraine qu’au seuil lui-mime lorsqu’il est fini, c’est-a-dire pour z = 
V(o) <CO, la suite Y.(w, z) tend vers +oo car sinon il existerait un entier n tel que 
Y,,(w, z) > Yn+,(o, z) et cette inegalite resterait exacte par continuite pour des z un 
peu suptrieur a V(w), contrairement a la definition de V(w). 
Comme Y,(w, z) = 0 pour z = D quel que soit w, il est clair que V(w) > D. 
Montrons ensuite que l’hypothese Eu< 1 entraine que le seuil V est p.s. fini. A cet 
effect donnons-nous un reel a tel que E(a) < a < 1 et determinons a l’aide du 
theoreme ergodique une v.a. finie T telle que l”, U( 0,~) ds s at lorsque t 3 T(w) 
dans R,. Ensuite dans la suite croissante 
B,=D(l-a)-2+nD(l-a)-‘+ba-” (nEN) 
qui est solution de: al?,,+, = B, -(n + l)D, choisissons le reel positif b assez grand 
en fonction de w pour que B, 2 T; choisissons ensuite z > 0 assez grand pour que 
Y, (w, z) 2 B,(w). Par recurrence nous voyons alors que Y,(w, z) 3 B,(o) pour tout 





ce qui impose a Y,, de depasser T (puisque B, > T) et alors aussi B,. Mais 
lim, B, = +CO et par consequent V(W) G z. 0 
D’apres la proposition precedente toute suite croissante (T.,, n E h) de v.a. reelles 
verifiant (1) et telle que To = 0, satisfait a l’inegalite T, z V. Plus generalement par 
translation dans le temps, nous avons le resultat suivant. 
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Corollaire 3. Toute suite croissante (T,, n E Z) de v.a. re’elles ve’rijiant les kqquations 
(1) satisfait aux in&galitf% 
T p+,z Tp+ V” o,P (PEG). 
DCmonstration. Pour un entier p E Z et un w E 0 fix&, la suite unilatkre de Gels 
Y, = ( Ynfbpw, Tp+, (w)- T,(o)) CnEW 
vCrifie par dkfinition les relations 
0 
YO=O, T,+,(w)-T,(o)=D+ J 4(&p) ds, -Yl 
J -)‘,, Y,-Yn-,=Df d,(t3,w> ds (nz 1). _?‘,I + I
Or les intkgrales pr&Cdentes s’krivent encore jk]:lIi;:+, V( tV,w) ds et par conskquent 
T,(o) - y, = Tp_,,(w) pour tout n E N, par rkcurrence sur n. La suite (y,, n E N) est 
done croissante, ce qui par la proposition 2 montre que T,,, (w ) - T,,( w ) 2 V( &,,w ) ; 
le corollaire est ktabli. 0 
2. Une premikre solution 
Le corollaire 3 notamment nous amhe A Ctudier l’application t + t + VB, ; cette 
Ctude nous donnera une premikre solution du problkme. 
Tht?or&me 4. I1 existe sur 0 une v.a. re’elle 77 ci valeurs dans l’intervalle [0, I] telle que 
pour tout t E R 
t+V&= V+ J ‘(aB,+@$)ds 0 
sauf sur un ensemble invariant et nkgligeable de f2 que nous Climinerons. 
La transformation 0” de 0 est bijective, son inverse valant 81 U si U est la v.a. re’elle 
strictement positive dt;Jinie par l’t!quation 
0 
V=D+ J cr0, ds. -u 
J 
V 
Zl s’en suit que les v.a. V et 77 sont likes par qtIS ds = D. 
0 
DCmonstration. (1) Commen$ons par montrer que pour tout rCe1 t > 0 et tout entier 
n > 0, 
aumo3 allno uq ‘([I ‘@v)N = (I ‘m)n 1~0s ‘an%aqaT ap amsaw IZI led a?lo@u 
( . ‘m)~ aAg!sod amsam aun‘p ar\glu+d ~1 Isa alla,nb al!nsua $a anuguo3 Isa UO!IXIOJ 
alla3 anb pJoqt?,p auJs.wa (. ‘m)n ap a!uolouour ap ?la!.rdoJd alqnop e[ laga ULJ 
‘u 3 m inol anbsald mod ‘u 3 I )no$ mod 
SP (0)~ O =(3‘m)n 
I I 
anb aIla, ‘IL 110s ‘[I ‘01 suep smalm ? TA aun stole a]s!xa 11 




-(m)n -(4l)A +I=(1 ‘m)fl 
I 
.md a!uy?p 1 ap UO!PUOJ ~1 anb suomoll snou ‘m ap 
{a 3 n ‘oYQ} al!qlo,I ap slu!od sa[ sno$ ua s?~!~E!%?u! sa3 ~I.wA!.I~? UZJ '0 <I anbslol 
0 0 
SP (““OkJ -I+(wl)n 3(m)n SSsp (0)~ - (“‘“)A 
* I I I 
anb A T'A e[ ap 
uog!uy?p e[ .wd alnoD?p I! ‘m~uoump ap suouaA snou anb s?I@@.I! xnap saa 









aurioj 131 snos ,X Ia Cc 
salIns xnap sal led sal!ysges acmamw?l ap suogenb? sal aJ!.m??l ap slope lgns 11 
! .L ',<- 0 
‘SP (m”eP +Q=Z la sp(tv”~)o +~=Sp(c?Q)LJ -z 
, I 0 I I I 
salua[eA!nb? suogenb? 
sap suo!inIos luos sp .m xneii?? 1~0s ;ic la ‘ic saiqtuou xnap sal ‘nag puo3as us 
‘N 3 u )nol mod “,k 3 “,I( anb acmaJin3?1 mzd I!OA ap 
al!cwj S.IO~Z Isa I! ‘&k = 0 > I - = yic aruuros mo!wnb? alla3 !ssnE ay!+ ,,A al!ns ~1 .IO 
,; .A - 
‘(*N 3 u) SP (m’e)D +au = ‘-y+ 
0 
[sp(~se)~,OJ-l+z] 




+QU = (z ‘de)‘-“A +z 
I 
~10s ‘de ua al!.m? A sap acma.m3?1 md uog!uy?p ap uoganb?‘l ‘nag Ja!wald LKJ 
.s?xy ;p~ 3 I la 8 3 z 'u 3 m sap mod saluappald 
salIns S!OJI sa1 (“,A) Ia (;k) ‘(“A) suo.ra[Iadde snou ‘SUO!I~IOU sa[ lay!ldw!s mod 
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la mesure aleatoire N est stationnaire par le flot 0; la mesure de Palm 6 de N est 
major&e par P sur (a, ti) car la mesure N est majoree par la mesure de Lebesgue 
et il existe done une v.a. Q valeurs dans [0, 11, unique a une equivalence pres, soit 
n, telle que I;= n*P. Alors N(w, .) = n(B,w) dt SW 58 sauf pour un ensemble 
e-invariant et P-negligeable de w que nous thminerons avant de continuer. La 
premiere partie du thtoreme est ainsi ttablie. 
(2) Puisque pour tout w E 0, la fonction t+ t+ V(f&w) est continue, strictement 
croissante et telle que lim,, [t + V( 19,w)] = fc~, l’equation t + V( 13,o) = 0 possede 
une et une seule solution que nous noterons -U(o). Alors U = Vo KU sur R et 
19” 0 0-U coi’ncide avec la transformation identique de R. 
Remarquons ensuite que pour tout w fix& 
si s, t E R car la premiere Cgalite s’ecrit encore t - s + W_,( &w) = 0 et Cquivaut done 
1 l’egalite t -s = - u(e,w). Pour t = 0, cette equivalence montre que U 0 eV = V sur 
R et done que eku 0 0” se reduit a la transformation identique de K!. Ainsi 8” est 
bijective d’inverse 0_ t,. 
Pour etablir que U(w) = Y,[w, V(w)] pour tout w E 0, c’est-a-dire que V= 
D +I”, a0, ds sur 0, remarquons d’abord que les application Y, de la proposition 
2 verifient la formule de translation 
Y”-tl(W, z) = Y,(w, z)+ y”[e-Yl(w, z)(w), Yl(W, z)l 
(n E k4; w E 0, z E [w) qui decoule immediatement de leur definition par recurrence. 
Mais alors l’inegalite z 2 V(o) est vtrifite si et seulement si Y,(o, z) 2 
v[e_ V,c,,z,(w)], c’est-a-dire d’apres la definition de U si et seulement si Y,(w, z) 2 
U(o). Compte tenu de la croissance et de la continuite des fonctions Y,(w, . ), cela 
montre bien que Y,[w, V(w)]= U(w). 
L’tgalite du debut de la proposition prise en t = V(w) montre que 
vOeV= 
I 
” (ae, + 78,) ds sur fi 
0 
tandis que l’egalite V = D + J”, cd, ds que nous venons d’etablir donne par transla- 
tion de V: 
puisque V- U 0 0” = 0. Le rapprochement de ces deux Cgalites nous montre que 
J” o 70, ds = D sur 0 et le theoreme est ainsi demontre. q 
Corollaire 5. La mesure alkatoire qt?, dt sur R est invariante par la transformation 
alkatoire t + t + V8, de R et la mesure positive 7. P sur R est invariante par la 
transformation 0” de f2. 
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L’image de la mesure albaloire atI, dt par la transformation f + t + VO, de R est 
&gale ci la mesure alkatoire ( 1 - v)e, d t et l’image de la mesure positive w ’ P sur 0 
par la transformation 0” esl &gale ti fa mesure positive (1 - 77) . P. 
Dkmonstration. Pour tout w fix& le thborkme prtcCdant montre que t-, t + V( 0,~) 
est un homkomorphisme croissant de Iw de diffCrentielle strictement positive 
d(t+ VO,)=(uO,+@,)dt. 
I1 s’en suit que l’image de la mesure (~0, + 70,) dt par la transformation t + t + WI, 
est la mesure de Lebesgue. 
D’autre part la dernike formule du thkorkme &rite au point 0,~ montre que 
5 :+“@I ~8, ds = D et done que 
770 II-W, d( t + W,) = 70, dt. 
La mesure 70, dt est par suite invariante par la transformation t + t + VB,. 
Rappelons que l’image d’une mesure aliatoire stationnaire N sur [w par une 
transformation de la forme t + t + SO, est encore une mesure altatoire stationnaire 
et que la mesure de Palm de cette derniirre mesure alkatoire est l’image par la 
transformation OS de la mesure de Palm de N. Ce ksultat (facile g dimontrer) 
entraine ici que la transformation Ov de R applique la mesure ((T+ 7) . P sur P et 
la mesure 7. P sur elle-m6me (car la mesure de Palm de f@, * dt est simplement 
f. P). cl 
Soit ( V”, n E Z) la suite bilatke croissante de v.a. rCelles, les itCrtes de V, dOfinies 
par rkcurrence ?I partir de la v.a. V par 
vo=o, V”+‘=V+V”~O, (nEZ); 
comme la transformation Bv est inversible, cette formule permet en effet de definir 
les V” d’indices nkgatifs et d’ailleurs la v.a. U du thtorkme 4 permet de la rkkrire 
sous la forme Cquivalente 
V”=-U+v”+‘~&, (nEz). 
I1 est clair que V’ = V et que VP’ = -U. De plus la suite (V”, n E Z) vkrifie les 
relations (1) car la second partie du thkorkme 4 montre que pour tout n E Z 
V n+‘-Vn=V.,v.~=(,+~“,1~~,~d~)~8,,-=D+I::,=~*~ds (*) 
puisque V”+’ = V” + V 0 &,I et V”-’ = V” - U 0 Q (n E Z). (11 est alors clair aussi 
que dans les notations de la proposition 2, Y,,[w, V(w)] = - V-“(o) pour tout n E N 
et tout w E a). 
Mais le processus ponctuel C, F “‘1 n’est 6videmment pas stationnaire sur R par 
le flot (B,, t E KY) puisqu’il charge l’origine ( V, = 0); nCanmoins comme la transforma- 
tion & laisse la mesure positive 77 . P invariant, la construction classique d’Ambrose 
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et Kakutani d’un flot special permet d’apporter une solution au probleme du debut 
a l’aide d’une extension de l’espace initial. 
ThCor&me 6. La ‘tour’ fi = 0 X [0, V[ d ans l’espaceproduit fl x R lorsqu’elle est munie 
delatruce~=l~((l/D)~~P~h)sur~dduproduitdelamesurepositive(l/D)~~P 
sur 0 et de la mesure de Lebesgue A sur R, sur la tribu trace 2 = fi n (d X S), est 
un espace de probabilite' sur lequel la formule 
e,[(w,s)]=(e”,(w),s+t-V”(w)) (W,S)Efi, tEiW 
otinEZestchoisipourqueV”(w)Ss+t<V n+‘(w), d&jinit unflot (I?,, t E W) prkservant 
F. 
Cet espace fi est une extension de l’espace initial 0 par l’application 4: d + fl 
dt;Jinie par +[(w, s)] = 0,5w[(~, s) E fi] au sens oti 
4 0 F = P sur 0, 4ot7,=e,04 surfipourtout tE[W. 
Enjin la formule 
N(% s)l= c EV”(w)-.v, (0, s) E Q ncz 
d&nit un processus ponctuel # sur fi stationnaire par le flat e dont les points 
T,,[(w, s)] = V”(w) - s (n E Z) v&riJient les relations (1) sur l’espace fi muni du jot 
(J,, t E 08) relativement ri la fonction 6 = c7 0 4 de fi dans IF!+ et ci la constante D. 
Dkmonstration. (a) La premiere pat-tie du theorbme n’est que la construction 
classique d’Ambrose-Kakutani du flot special sous la fonction V. 
Pour demontrer ensuite que l’image C#I 0 p de p par l’application C#J coincide avec 
la probabilite P sur 0 et done en particulier que p est une probabilite, remarquons 
d’abord que d’apres la derniere formule du theoreme 4 
I_“,;18.ds=(jl:77RIds)oR~,:=D. 
Alors pour toute fonction mesurable positive f: n + R+, l’invariance de la mesure 




P(do) dsg rl(Bs~)l(,~o<,+vce,,,~f(~) 
= 
I 
/(+‘(dw) + 1; n(Q) ds 
U(w) 
cur OCs+ V(8,w) si et seulement si s> -D(w), 
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La formule 4 0 e, = t9,o 4 (t E R) est immediate puisque 0”, = 8, (n E Z). Enfin des 
egalites (*) dtcoule que 








CT 0 4 0 e”(w, s) du 
T, ,(WJ) 
pour tout n E Z et tout (w, s) E a. 0 
3. Un changement de temps 
Le changement de temps associe a la fonction 7 va nous permettre d’ttudier 
l’ergodicite de la transformation 0” et du flot special 8 du thtoreme 6 et de preciser 
ainsi notre etude anterieure du probleme. CommenGons par Ctablir quelques pro- 
prietes suppltmentaires de la fonction 7. 
Proposition 7. La v.a. 77 introduite par le thkorkme 4 ve’rije f’kquation 
hors d’un e’vtnement &-invariant et P-nkgligeable; par conskquent 77 < 1 P-p.s. sur 
R. A cet e’v8nement exceptionnel prPs, l’ensemble (7 = 0) est done invariant par la 
transformation 0” et sur son comple’mentaire 
-+$Te;“‘<+o P-p.s. 
Dkmonstration. En rapprochant les deux formules de la demonstration du corollaire 
5, nous voyons que pour tout w 
770 ,+w, . (4 + 70,) = 78, dtp.p. 
Cela entraine que l’evenement A = { 770”. ((T + 77) # 7) est negligeable [car P(A) = 0 
si 5 dP J 1 A 0 0, dt = 01. Comme la mesure image 0” 0 P est Cquivalente a P puisque 
d’apres le corollaire 5: &[(o+ 7) . P] = P et puisque (T > 0 sur a, l’evenement 
&-invariant U, e:(A) est encore P-ntgligeable et la premiere equation de la 
proposition est vtrifiee sur son complementaire. De r]& = ~/(a+ 7) < 1 P-p.s. 
resulte que n < 1 P-p.s. 
L’equation precedente retcrite sous la forme 7-l 0 0v = 1 + (TV-’ nous conduit a 
introduire la v.a. reelle positive 
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qui est la plus petite solution positive de l’equation &I, = 1 + a& La transformation 
0” preserve la mesure 77. P; designons par &tv la tribu des parties mesurables 
&.-invariantes et par EC” l’esperance conditionnelle sur (0, &, 17 * P) par rapport 
a cette tribu. Etablissons alors que E<v(log V) < 0 n * P-p.s. ce qui entrainera d’abord 
que 5 <co 7 * P-p.s. car par le theoreme de Birkhoff, (n: (~0;~)“” converge p.s. 
vers exp[E$v(log a)] qui est < 1, lorsque n + ~0. Or 
170 - 77ed 
CT= 
70” 
P-p.s. sur (7 # 0) 
et par consequent 
10g~=(lOg~-lOg~~ev)+iOg(i-~)~ev, 
E+(log U) = E$‘[log( 1 - v)] < 0 7? * P-p.s. 
puisque 1 - n < 1 7. P presque sGrement. 
Enfin la v.a. reelle positive 5 = 7-r - 5 verifie l’equation 5 0 eV = u. 5 presque 
partout relativement a 77 . P. L’evenement f&-invariant A = { 77 > 0 < 5) doit alors 
$tre ntgligeable car l’egalite log (T = log 5 0 8” -log 5 et la finitude (log 51~ ~0 qui 
sont valables sur A entrainent que sur cet Knement E<V(log CT) = 0 p.s.; cela prouve 
que 7. P(A)=O. 0 
Considerons ensuite le changement de temps associe a la fonction n ; ses propriites 
qui font l’objet de la proposition suivante sont classiques. 
Proposition 8. I1 existe unefonction alhatoire strictement croissante et continue & droite 









s + V,(k) = vp+pSC,,(4 77(484 du; 
0 
en particulier V,,+ v,e,,. = V,,,, sur R pour tous p, p’ E R. 
Le sous-espace R, = { V. = 0} de 0 est invariant par les transformations f!Ivp (p E Iw) 
et Porte toute la mesure 7) * P. Les restrictions g,, de &, ci 0, (p E I?%) forment un jlot I 
(t9,, p E [w) sur &, qui prkserve la mesure 17 . P et est ergodique. 
Enjn evu projette R sur 0, et evO = ep _ oevO surR (PER). 
Les v.a. V, (p E Iw) peuvent etre dtfinies explicitement par V,(w) = 
max( t: t E R, j: q( 0,~) du = Dp) pour tout p E Iw et tout w E R et Q partir de cette 
definition, la demonstration de la proposition prectdente est facile. Les limites a 
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L’introduction de la f.a. V. permet d’abord de completer les resultats du theorbme 
6. 
Proposition 10. L’espace 0, ci-dessus est invariant par 8”, la v.a. V y coi’ncide avec 
V, et plus genne’ralement les ite’rees V” de V coincident avec V,, sur 0,. La construction 
du the’ortme 6 peut alors i?tre restreinte ri la tour &= 0, X[O, V[ suns perdre les 
proprie’tes honcees duns ce theortme. 
Les transformations 7, de l’espace fi, dkfinies pour tout p E R/Z par la formule 
fJ(w, s)l= (k+,bL s - Vn+,(w)L (w, s) E fz3, 
oti n E Z est choisi pour que V,,+,(w) G s < V,,,,,, (w), forment un groupe mesurable 
(?,, p E R/Z) qui preserve la probabilite’ p, commute avec leflot (er, t E 08) et se projette 
trivialement sur 0 par C$ au sens ou $J 0 7e = 4 sur fi,. 
Les processus ponctuels N, (p E W/Z) sur fi, images du processus ponctuel fi du 
the’oreme 6 par le groupe precedent soit 
((w, s) E 6,, p E R/Z) sont comme N des p.p. stationnaires par le flat t?, verifiant les 
relations (1) relativement a ~7 = o 0 4. De plus 
DCmonstration. Quel que soit E > 0, 50’ n(&w) du > 0 si V,(w) = 0 de sorte que 
d’apres la proposition 7, pour tout E > 0 
I 
f+vB? 
n(&,w) du = 
V I 
P 
@v( 0,~) du > 0; 
0 
comme limElo E + VB, = V, cela montre que V = V, sur 0, puisque I,” 778, du = D. 
Mais alors V,o Bv = V, - V (proposition 8) est nul sur no. 
Nous avons ainsi Ctabli que 0, est invariant par 0v et que V, = V sur 0,. Par 
recurrence sur n, il est alors facile de voir que les it&&es V” de V coincident sur 
fl, avec les V,, de la proposition 8; ainsi la premiere partie de la proposition est Claire. 
La proposition 8 entraine facilement que les transformations ~e(p E R) de 0, xR 
definies par 
forment un groupe mesurable de transformations de 0, ~58 qui commutent avec les 
translations &(w, s) = (w, s + t) (t E R) de R. XR et qui preservent la mesure produit 
(l/ D)q(w)P(dw) ds. D’autre part toute 7, -orbite dans 0, X [w rencontre le sous- 
espace f2, = L2, x [0, V,[ en un et un seul point car si (w, s) E 0, X R, le point T,[(o, s)] 
oti n E Z appartient a 6, si et seulement si V,,(w) < s < V,,+,(w) ; designons par 
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$[(w, s)] ce point de fin, qui ne dipend done que de I’orbite de (w, s) pour T, et 
remarquons que par consCquent + 0 (Y 0 Cc, = $0 ti sur fl, XR pour toute transforma- 
tion LY de cet espace qui commute avec 7,. Alors les transformations TP de la 
proposition qui peuvent encore s’Ccrire fP = $0 7P sur 0, forment un groupe mesur- 
able de transformations comme les TV sur 0, xR; de plus +, coi’ncide avec la 
transformation identique et TP ne dCpend done que de la partie fractionnaire de p; 
les transformations fi, du flot sur fii, dCfini par le thtorkme 6 s’Ccrivent encore 
I?~ = Cc, 00, sur fii, et elles commutent done avec les fy Enfin le mtme argument que 
celui qui dtmontre l’invariance de p par les &, dans le thCor2me d’ Ambrose-Kakutani 
permet de dimontrer aussi l’invariance de p par les TP 
Les points du processus ponctuel fi, = @ 0 fQ sont donnts par 
T, 0 ?J(w, s)l= V,[&+,(41- s-t V,+,(w) = Vn+,+,(w) -s 
(p E Z) et par conskquent N = CpEL E~~+,,(~)_.~. Ce processus ponctuel image est 
stationnaire par le flot (g,, t E R) sur &, car les transformations de ce flot commutent 
avec TP 11 vCrifie les relations (1) car la transformation 4: fiiz,+ 0 du thkorbme 6 
est telle que 4 0 T, = 4. Enfin pour tout (w, s) E 0, 
J 
I I +cO 
dp &J_b, s)l= 
0 J 0 dp n;z V,+,(w) -s = J dt.z V,(W)FS -cc 
mais la dCfinition de la f.a. V entraine pour tout w E no 1’CgalitC de mesures sur R 
J 
+CC 
df.s -A ~(&,w) du V,(w) - 
--3c 
et par constquent 
Sur l’espace 0, muni de la mesure 17. P, la transformation tVv qui laisse cette 
mesure invariante n’est pas n&essairement ergodique; le flot (&,, t E R) du thCor&me 
6 n’est done lui non plus pas nicessairement ergodique sur l’espace fi, muni de la 
probabiliti p (puisque ses ensembles invariants dans 0, sont exactement ceux de 
la forme I X[O, V[ oti I est &-invariant dans 0,). Mais comme la transformation 
13~ de (a,, 7. P) fait partie du flot ergodique ( gP, p E R) d’aprks la proposition 8, 
si cette transformation Bv = g, n’est pas ergodique, il existe un entier p 3 1 et une 
fonction mesurable Go: fl, + W/Z univoquement dtterminCs hors d’un ensemble 
invariant et nkgligeable, (la fonction Go seulement g une constante additive prks), 
tels que 
(a) GogP = Go-pp mod. 1 sur no, pour tout p E R/Z 
(b) la fonction Go engendre essentiellement la tribu des sous-ensembles mesur- 
ables Qinvariants de 0,. 
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Comme lim,,, T?,, = -CO, il s’en suit que TT 2 Vo +* sur l’espace de Palm 8* = 
{T,* = 0) du processus N”. De plus sur cet espace qui est invariant par 13”,,, les 
relations (1) montrent que 
J 
q(w*) m@F:,,*pJ *)=(7-;-T:)(w*)=D+ u@(~*w*) ds (w* E ii*). 
0 









T&(~*w*) ds = D 
0 
ce qui par difference avec l’equation ci-dessus nous donne que 
I 
7: 
(TT-V~*)o8*,;=(TT-V~*)- no,+* ds 
v+* 
sur 8*. Comme cette derniere integrale est positive puisque I”:> Vd* sur h*, 
l’ergodicite de e*,, sur h* pour la mesure de Palm @* de N” qui dtcoule de 
l’ergodicite du flat 19* entraine sa nullite p.p. Done 
sauf sur un ensemble @* ntgligeable I? Eliminons cet ensemble exceptionnel en 
eliminant de a* l’ensemble 0*-invariant et P*-negligeable N obtenu a partir de 






car I’application 0*,; qui envoie R* dans fi* est telle que +*e$,(w*) = 
8 rgcw*j($*w*) et que Tz(w*)+ TT(e+*)= TE+,(w*) pour tout W*E 0”. 
(2) A moins que la fonction 7 ne soit strictement positive, l’equation que nous 
venons d’obtenir pour Tr n’entraine pas necessairement que Tf = V4* (un 
contr’exemple existe). Ceci nous oblige a introduire le processus ponctuel auxiliaire 
suivant. 
Designons par N ** le processus ponctuel stationnaire sur L!* dont les mesures 
ponctuelles N**( w*, . ) soient les images des N*(w*, * ) par les applications respec- 
tives t + t-t voe,(4*w*) = t + v,+*(eTd), soit sur fin* 
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Comme par definition de la v.a. positive V, 
J 
f+ vOs, vo 
~0~ ds = 
(I > 
776 oe,=O sum 
f 0 
pour tout t E R, nous avons 12E n0S4* ds = 0 (n E Z) et il resulte du premier para- 
graphe que sur tout a* 
‘,,+I 
J- no&* ds = D pour tout n E Z, Tt? 
et aussi que Tz s fn < Tz,, (n E Z). De plus le processus N** a et6 construit de 
man&e a ce que ses points verifient Vof9;,,,w*,( 4*0*) = 0 pour tout n E Z; en effet 
vo4*eFH = v,+*e*,,.e*,,= v,e,+*e*,,=o 
car Vot3, = 0 sur 0. 
La suite ( Tnn, n E 72) est strictement croissante car la suite (Tz, n E 2) Pest et 
-?;, E [ Tz, Tz+,[, mais elle ne verifie pas necessairement I’inCgalite To S 0 < f, ; notam- 
ment To> 0 sur l’ensemble { Tg = 0, Vo4* > 0} qui peut ne pas etre vide. Renu- 
merotons cette suite ? de man&e a satisfaire l’inegalite precedente; soit 
11 est encore exact que pour tout n E Z 
J 
%I 
~,4,+* ds = D, Vob,*,w*.,(4*w*) = 0 
T** I, 
sur 0* et il ne nous reste plus alors qu’a introduire la fonction reelle 
J 
0 
G** = qtl,+* ds/D sur fin* 
TX* 
qui nous permet d’ecrire que 
J 
T** 
” @,d* ds = (n - a* 
0 
pour en deduire, grhce a la relation V,f&,*~* = 0, que 
T;*(k)*) = v”_G**(,*,(f$*w*) (W*E fin*, n Eh). 
Cette formule explicite le processus ponctuel N**. 
(3) Pour demontrer le cas (a) du thtortme, considerons alors I’espace de Palm 
h**={T,**=O} de N** qui d’apres la formule precedente est Cgal a {G** = 
0, Vo4* = 0); de plus sur d**, la v.a. TT* vaut V,#J* et 
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L’application $*: R* + 0 applique doncle sous-espace ii** dans 0, (car V&* = 0 
sur A**) et +* 0 19*,,* = 8,o +* sur 8** (car TT* y vaut V,C#J*). La mesure de Palm 
P** de N’* qui est port&e par fi** et est invariante ergodique par @&* possede 
done une image par 4*, soit Q = ,*@*, port&e par fl, et invariante ergodique par 
Bv,. En outre pour tout fonction mesurable f: 0 + R, 







Les mesures gpQ images de Q par le flot e” sont encore invariantes par $, = 8, 
et leur integrale Q = j: dp gpQ est une mesure sur 0, telle que pour toute fonction 
mesurable f: Ll, + [w, 
j 
% 
&W.f(4 = I,,,, Q(dw) [)-O&4 dp 
= I,,,, Q(dw) I,’ .f-(&w)q(@~) dt/D 





par la formule precedente. Ainsi 
Si la mesure 7. P est ergodique par 8 “, cette formule qui la represente comme 
un barycentre de mesures positives de meme masses invariantes par 8” implique 
l’tgalite des mesures epQ et de la mesure (l/D) 7~ . P invariante par le flot. Nous 
avons ainsi ttabli que 
#J*~I;**=$~.P sur a. 
Comme l’application w* + (@,*(w*), - T$*(w*)) est un isomorphisme de R* sur 
la tour R** x[O, T;“*[ qui preserve Rots et probabilites, l’application composee 
@*(w*)= (4*e*,,.(w*), -T$*(oJ*)) (O*E a*) 
envoie 0* dans la tour do= 0, x[O, V,[ et @*P* = p, @*Or = e,@* (TV R). I1 est 
clair sur l’expression de @* que 4 0 @* = 4* et la formule 
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montre que 
N**(w*) = c &T;*(w*) = (0, s) = @*(w*) = N@*(w*). 
z 
Montrons enfin que N” = N** p.p. La formule Vi = Vo+ V,8, entraine pour la 
mesure de Palm @* de N* et son image 0&,*@* qui est la mesure de Palm k** de 
N** que 
J V,4* d?* = J V,+* dp* + J V,d* dl;**. 
Or j V;q dP = 0 et la deuxikme intkgrale est done nulle; comme Vi< 0 c V, les 
deux autres sont respectivement ntgative et positive et done nulles par leur CgalitC. 
Ainsi V,, +* = 0 6* p.s. et alors N** = N* p.p. 
(4) L’action du flot 13* sur la fonction G ** du paragraphe 2 se traduit par la 
formule 
1 ’ =-J @&*ds-N**(]O, t]) D o 
valable pour tout t E R car si N**(]O, t]) = n, la v.a. t + THEIST qui est Cgale au 
premier point de N** infkrieur ou tgal S3 t est igale B Tz* et car 
I ;F $s+*r&~* ds/ D = n. La fonction ti **. L?* + R/Z tgale ti la partie fractionnaire . 
de G** vkrifie done les equations 
J 
, @* 0(j? - G** = @&* ds/ D mod. 1 (t E R) 
0 
sur 0*. 
Sous l’hypothbse de la seconde partie du thtorime, cela entraine que la fonction 
6** - G+* de R” dans R/Z est invariante par le flot 8* et done constante en dehors 
d’un ensemble @*-invariant P*-nkgligeable que nous Climinerons. Ainsi G** = 
(G-p)+* mod. 1 sur R* pour une constante p et le processus ponctuel N** est 
alors donnk par 
N**=($E~,,+~_~)~+*= Npo4* sur 0*. 
Considkons les processus ponctuels Np (@X/H) sur R construits 5 I’aide de la 
fonction alCatoire V- regulariste B gauche de V selon la formule 
N, = C E~;+,_~ sur R. 
z 
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Ce sont respectivement les images des N, par t + t + Vi 0 8, (puisque pour tout 
u: Vi = V, + Vi 0 13,) et ils ne different done des N, resp. que si et seulement si la 
v.a. Vi n’est pas ntgligeable par la mesure de Palm I$~@ de N,,, c’est-a-dire si 
F(V,# V,)=ipI;(V,#O) est #O 
Puisque N&* = N** est I’image de N” par f+ t+ V,qb*@ et que N,4* est 
l’image de N,&* par t+ t+ V,4*0?, le processus ponctuel N,4* est l’image de 
N* par l’application composee, c’est-a-dire simplement par t-t r+ V,4*0T car 
Vo+ V,e,, = Vi. Les points des deux processus ponctuels N,$* et N&J* sur R* 
sont done donnts a partir de ceux Tz de N* par Tz+ V;4*0*,, et Tz+ V&*0X,,; 
puisque V, G 0 G V,, les points de ces deux processus encadrent manifestement ceux 
de N”. Ceci acheve la demonstration du theoreme 12. 0 
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